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Çàäà÷à 7
Ó÷èìñÿ ñ÷èòàòü

Àëåêñååâ Èëüÿ Ñåðãååâè÷, êîìàíäà ËÍÌÎ

Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ñòàòüå áûëî íàéäåíî ðåøåíèå ïóíêòîâ 1,2, ïîñëå ÷åãî

áûëî ïîêàçàíî, êàê îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (ïóíêò 3).
Áûëî ïîêàçàíî, êàê âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû a2,2,2 ìíîãî÷ëåíîâ

èç ïóíêòà 4 è èõ êîðíè. Áûëà äîêàçàíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîð-

ìóëà Ëàãðàíæà èç ïóíêòà 5, à òàêæå áûëà äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ

èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ ïðî-

èçâîëüíîé ñòåïåíè. Áûëî íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå ïðîèçâîëüíîãî

êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ ÷åðåç åãî çíà÷åíèå â

çàäàííûõ òî÷êàõ (ïóíêòû 6,7). Áûëî íàéäåíî òðåáóåìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷åíà èç ïóíêòà 8 â âèäå ïðî-

èçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî íåêîòîðûõ ôàêòîðèàëîâ, èç êîòîðîãî áûëî

ïîëó÷åíî íåñêîëüêî çàãàäî÷íûõ òîæäåñòâ. Èõ óäàëîñü îáîáùèòü,

ïîëó÷èâ çàãàäî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå çíàêîïååðìåííîé ñóììû áèíî-

ìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåíè s.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü F � ïîëå. Öåëüþ ýòîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñëåäóþùèõ
âîïðîñîâ:

1. Ïîñ÷èòàéòå, ÷åìó ðàâíî
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2. Ïðåäñòàâüòå ñëåäóþùèå ÷èñëà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî
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3. Îáîáùèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áåç ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà.

4. Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Åãî ñòåïåíüþ áó-
äåì íàçûâàòü ñóììó ñòåïåíåé ìíîãî÷ëåíîâ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.
Êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå xk11 . . . xknn îáîçíà÷èì çà ak1,...,kn .

Ïîñ÷èòàéòå, ÷åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò a2,2,2 ìíîãî÷ëå-
íà f(x, y, z) = (x − y)2(y − z)2(z − x)2. À ìíîãî÷ëåíà
f(x, y, z) = (x − y)(x − y − 1)(y − z)(y − z − 1)(z − x)(z − x − 1)? Â
êàêèõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ êóáà [0,3]3 ýòè ìíîãî÷ëåíû ïðèíè-
ìàþò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ? ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî çíà÷åíèÿ ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ â öåëûõ òî÷êàõ äàííîãî êóáà?

5. Äîêàæèòå èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Ëàãðàíæà: åñëè A � ïðî-
èçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ïîëÿ F ðàçìåðà d + 1, à f � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n ≤ d, òî

f(x) = ∑
a∈A

f(a) ∏
c∈A
c≠a

x − c
a − c .

2



6. Ïóñòü f ∈ F [x, y] � ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñóììàðíîé ñòå-
ïåíè deg f = d1 + d2, à X = {x1, . . . , xn} è Y = {y1, . . . , ym} � ïðîèç-
âîëüíûå ïîäìíîæåñòâà F ðàçìåðà n > d1, m > d2. Òîãäà

ad1,d2 =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

f(xi, yj)
φ′1(xi)φ′2(yj)

,

ãäå ad1,d2 � êîýôôèöèåíò f ïðè ìîíîìå xd1yd2 è

φ1(z) = ∏
x∈X

(z − x) φ2(z) = ∏
y∈Y

(z − y).

7. Ïîñòàðàéòåñü óñèëèòü è äîêàçàòü òåîðåìó èç ïóíêòà 6. Ìîæåòå ëè
Âû ïðèäóìàòü ñïîñîá âûðàçèòü êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ïðè ïðî-
èçâîëüíîì ìîíîìå ÷åðåç åãî çíà÷åíèå â çàäàííûõ òî÷êàõ?

8. Ïîñòàðàéòåñü ïîñ÷èòàòü, ÷åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò an,n,n ìíîãî÷ëå-
íà f(x, y, z) = (x − y)n(y − z)n(z − x)n äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè è
ïîëó÷èòü îòñþäà çàãàäî÷íîå òîæäåñòâî.

9. Ïîñòàðàéòåñü ïðèäóìàòü òîæäåñòâî, îáîáùàþùåå âñå òîæäåñòâà
ýòîé çàäà÷è, è äîêàçàòü åãî.

2 Èíòåðïîëÿöèÿ

Ïóñòü f ∈ F [x] � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F è A � ïîä-
ìíîæåñòâî F, ãäå deg f < ∣A∣.

Òåîðåìà 2.1. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f â ëþáîé òî÷êå ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå A. Òî÷íåå, äëÿ ëþáîãî x èç F âûïîëíåíî:

f(x) = ∑
a∈A

f(a) ∏
c∈A
c≠a

x − c
a − c . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí èç ïðàâîé ÷àñòè çà g(x). Ðàñ-
ñìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ìíîãî÷ëåí ϕ(x) = f(x) − g(x). Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî degϕ < ∣A∣, è ∀a ∈ A âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî f(a) = 0. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ìîæåò
èìåòü êîðíåé íå áîëüøå, ÷åì åãî ñòåïåíü, ïîýòîìó ϕ òîæäåñòâåííî ðàâåí
íóëþ, òî åñòü f ≡ g.
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí äâóõ ïåðåìåííûõ f ∈ F [x, y] ñóììàðíîé ñòå-
ïåíè deg f = d1 + d2. À èìåííî,

f(x1, x2) =
d1

∑
i=0

d2

∑
j=0
ai,jx

i
1x

j
2,

äëÿ íåêîòîðûõ ai,j ∈ F. Ðàññìîòðèì òàêèå ïîäìíîæåñòâà X,Y â F,
÷òî ∣X ∣ = n > d1 è ∣Y ∣ =m > d2.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(x, y) = 0. Òîãäà f ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ y ∈ Y ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí îäíîé ïåðåìåííîé
ϕy(t) = f(t, y) ñòåïåíè degϕy ≤ d1 < ∣X ∣. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈X âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî ϕy(x) = 0, òî ϕy ≡ 0.

Ïóñòü òåïåðü (a, b) ∈ F × F. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ψ(t) = f(a, t) ñòå-
ïåíè degψ ≤ d2 < ∣Y ∣. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî y ∈ Y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
ψ(y) = f(a, y) = ϕy(a) = 0, òî ψ ≡ 0. Ïîýòîìó ψ(b) = f(a, b) = 0, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå: φ1(z) = ∏
x∈X

(z − x) è φ2(z) = ∏
y∈Y

(z − y). Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî φ′1(xi) = ∏
k≠i

(xi − xk) è φ′2(yj) = ∏
k≠j

(yi − yk).

Òåîðåìà 2.3. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f â ëþáîé òî÷êå ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X × Y . Òî÷íåå, äëÿ ëþáîé ïàðû (x, y) èç
F × F âûïîëíåíî:

f(x, y) = ∑
a∈X
∑
b∈Y

f(a, b) ∏
c∈X
c≠a

∏
d∈Y
d≠b

(x − c)(y − d)
φ′1(a) φ′2(b)

(2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí èç ïðàâîé ÷àñòè çà g. Ðàññìîò-
ðèì âñïîìîãàòåëüíûé ìíîãî÷ëåí ϕ(x, y) = f(x, y) − g(x, y). Ëåãêî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ñóììàðíàÿ ñòåïåíü ϕ íå ïðåâîñõîäèò d1 + d2 < n +m. Êðîìå
òîãî, ∀x, y ∈X×Y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(x, y) = 0. Ïî ëåììå 2.2 èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî ϕ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òî åñòü f ≡ g.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ f ∈ F [x1, . . . , xn] ñóììàðíîé
ñòåïåíè deg f = ∑n

i=1 di. À èìåííî,

f(x1, . . . , xn) = ∑ai1,...,inx
i1
1 . . . x

in
n ,
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äëÿ íåêîòîðûõ ai1,...,in ∈ F. Ðàññìîòðèì òàêèå ïîäìíîæåñòâà X1, . . . ,Xn â
F, ÷òî ∣Xi∣ = ki > di.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ xi ∈ Xi âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

f(x1, . . . , xn) = 0. Òîãäà f ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó ïåðåìåííûõ ìíî-
ãî÷ëåíà f. Ñëó÷àé n = 2 ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàåíèå ëåììû 2.2. Ïóñòü òåïåðü
óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà îò n−1 ïåðåìåí-
íîé. Ïîêàæåì, ÷òî îíî âûïîëíåíî è äëÿ ìíîãî÷ëåíà f îò n ïåðåìåííûõ.

Äëÿ x ∈ Xn ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí n − 1 ïåðåìåííîé
ϕx(t1, . . . , tn−1) = f(t1, . . . , tn−1, x). Òàê êàê äëÿ ëþáûõ x1, . . . xn−1 èç
X1, . . . ,Xn−1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕx(x1, . . . , xn−1) = 0, òî ïî èíäóêöèîí-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ ϕx ≡ 0.

Ïóñòü òåïåðü (a1, . . . , an) ∈ F × F. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí ψ(t) =
f(a1, . . . , an−1, t). Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x ∈ Xn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
ψ(x) = f(a1, . . . , an−1, x) = ϕx(a1, . . . , an−1) = 0, òî ψ ≡ 0. Ïîýòîìó ψ(an) =
f(a1, . . . , an−1, an) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:
φi(z) = ∏

x∈Xi

(z − x).

Ïóñòü xi ∈Xi. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

φ′i(xi) = ∏
x∈Xi
x≠xi

(xi − x).

Òåîðåìà 2.5. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f â ëþáîé òî÷êå ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X1×⋅ ⋅ ⋅×Xn. Òî÷íåå, äëÿ ëþáîãî (x1, . . . , xn)
èç F × ⋅ ⋅ ⋅ × F âûïîëíåíî:

f(x1, . . . , xn) = ∑
ai∈Xi

f(a1, . . . , an) ∏
ci∈Xi
ci≠ai

n

∏
j=1

xj − cj
φ′j(aj)

. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåí èç ïðàâîé ÷àñòè çà g. Ðàññìîò-
ðèì âñïîìîãàòåëüíûé ìíîãî÷ëåí ϕ = f − g. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóì-
ìàðíàÿ ñòåïåíü ϕ íå ïðåâîñõîäèò ∑di < ∑ki. Êðîìå òîãî, ∀x1, . . . , xn ∈
X1× ⋅ ⋅ ⋅×Xn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ϕ(x1, . . . , xn) = 0. Ïî ëåììå 2.4 èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî ϕ òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òî åñòü f ≡ g.
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3 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà

Ïóñòü x1, . . . , xn+1 � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû. Îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà
íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ñëåäóþùåé ìàòðèöû

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

xn1 xn−11 . . . x21 x1 1
xn2 xn−12 . . . x22 x2 1

⋮ ⋮

xni xn−1i . . . x2i xi 1

⋮ ⋮

xnn+1 xn−1n+1 . . . x2n+1 xn+1 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= ∏
i<j

(xj − xi). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôîðìóëû ìîæåò áûòü íàéäåíî â [1] (ñòð. 435).
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû:

σk(x1, . . . , xn) = ∑
i1≤⋅⋅⋅≤ik

xi1 . . . xik ,

ãäå σ0(x1, . . . , xn) = 1. Ýòè ìíîãî÷ëåíû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì òîæ-
äåñòâîì:

n

∏
i=1

(x − xi) =
n

∑
k=0

(−1)n−kσn−k(x1, . . . , xn)xk. (5)

3.1 Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü

f(x) =
n

∑
k=0

akx
k,

ãäå ak èç ïîëÿ F. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî X = {x1, . . . , xn+1} â F. Ïåð-
âîé çàäà÷åé íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ÿâíîé ôîðìóëû
âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé ÷åðåç åãî çíà-
÷åíèå â çàäàííûõ òî÷êàõ.
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Òåîðåìà 3.1. Ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî âûðà-

çèòü ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X. À èìåííî,

ak = (−1)n−k
n+1
∑
t=1
f(xt)

σn−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn+1)
m

∏
j=1
j≠i

(xi − xj)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êâàäðàòíóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ an, . . . , a0 ìíîãî÷ëåíà f ∶

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

anxn1 + an−1xn−11 + . . . + a1x1 + a0 = f(x1)
anxn2 + an−1xn−12 + . . . + a1x2 + a0 = f(x2)

⋮ ⋮

anxni + an−1xn−1i + . . . + a1xi + a0 = f(xi)

⋮ ⋮

anxnn+1 + an−1xn−1n+1 + . . . + a1xn+1 + a0 = f(xn+1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû êîýôôèöèåíòîâ ∆ ÿâëÿåòñÿ
îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü δk
ìàòðèöû (n + 1) × (n + 1), ãäå k ∈ {1, . . . , n + 1} ∶

δk =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

xn1 . . . xk−11 f(x1) xk+11 . . . x1 1
xn2 . . . xk−12 f(x2) xk+12 . . . x2 1

⋮ ⋮

xni . . . xk−1i f(xi) xk+1i . . . xi 1

⋮ ⋮

xnn+1 . . . xk−1n+1 f(xn+1) xk+1n+1 . . . xn+1 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ δk ïðèìåíèì ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî k�îìó ñòîëáöó:

δk =
n+1
∑
t=1

(−1)t+kf(xt)ωt,k,
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ãäå

ωt,k =

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

xn1 . . . xk−11 xk+11 . . . x1 1

⋮ ⋮

xnt−1 . . . xk−1t−1 xk+1t−1 . . . xt−1 1
xnt+1 . . . xk−1t+1 xk+1t+1 . . . xt+1 1

⋮ ⋮

xnn+1 . . . xk−1n+1 xk+1n+1 . . . xn+1 1

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

.

Çäåñü ìû îïèðàåìñÿ íà îäíî âàæíîå óòâåðæäåíèå
èç [1] (ñòð. 434, ëåììà 2). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå: åñ-
ëè xi = xj, òî ωt,k = 0. Ïîýòîìó ωt,k, êàê ìíîãî÷ëåí, äîëæåí äåëèòüñÿ íà

âñåâîçìîæíûå ðàçíîñòè ∏
s<r
s≠t
r≠t (xr − xs). Åñëè k = n, òî, ëåãêî ïðîâåðèòü,

ωt,k = ∏
s<r
s≠t
r≠t (xr − xs), òàê êàê ñòåïåíè è êîðíè ýòèõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

ñîâïàäàþò.
Ïóñòü òåïåðü 0 ≤ k < n. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ìíîãî-

÷ëåí ϕ(x) = ∏
s≠t

(x − xs), êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû xs, ãäå

s ≠ t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σn−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn+1) = 0. Â ñè-
ëó ðàâåíñòâà (5) ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà ϕ(x) êî-
ýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå xk ðàâåí íóëþ. Ïóñòü i, j ≠ t. Òàê êàê
ϕ(xi) = ϕ(xj) = 0, òî ñòðîêè i, j ëèíåéíî çàâèñèìû. Çíà÷èò, åñëè
σn−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn+1) = 0, òî ωt,k = 0. Ñðàâíèâàÿ çíàêè ïðè ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòåïåíèÿõ, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò ñëåäóþ-
ùåå ðàâåíñòâî:

ωt,k = (−1)n−kσn−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn+1)∏
s<r
s≠t
r≠t

(xr − xs).

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Êðàìåðà (ñì. [1], ñòð. 89) è íàéä¼ì ðåøåíèå ak
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èñõîäíîé ñèñòåìû. Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî

ak =
δk
∆

=

n+1
∑
t=1

(−1)t+kf(xt)(−1)n−kσn−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn+1)∏
s<r
s≠t
r≠t (xr − xs)

∏
i<j

(xj − xi)
=

=
n+1
∑
t=1

(−1)n−kf(xt)
σn−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn+1)

m

∏
j=1
j≠i

(xi − xj)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ êîððåêòíî
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ∣X ∣ = deg f+1. Åñëè ∣X ∣ > deg f, òî ýòî àíàëîãè÷-
íîå òîæäåñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ
â ðàâåíñòâå (1). Åñëè X = {x1, . . . , xm}, ãäå m > n, òî

ak = (−1)m−1−k
m

∑
t=1
f(xt)

σm−1−k(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xm)
m

∏
j=1
j≠i

(xi − xj)
.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âòîðîé èäååé íàõîæäåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà, õîòÿ ìåòîä Êðàìåðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîïîëàãàþ-
ùèì â ýòîì âîïðîñå.

3.2 Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà äâóõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí äâóõ ïåðåìåííûõ f ∈ F [x, y] ñóììàðíîé ñòåïåíè
deg f = d1 + d2:

f(x1, x2) =
d1

∑
i=0

d2

∑
j=0
ai,jx

i
1x

j
2,

äëÿ íåêîòîðûõ ai,j ∈ F.
Ïóñòü X = {x1, . . . , xn}, Y = {y1, . . . , ym} � ïîäìíîæåñòâà F, ãäå n > d1

è m > d2.
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Òåîðåìà 3.2. Ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî âûðà-

çèòü ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X × Y. À èìåííî,

au,v = (−1)n+m−u−v
n

∑
i=1

m

∑
j=1
f(xi, yj)

σn−1−u(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) ⋅ σm−1−v(y1, . . . , yj−1, yj+1, . . . , ym)
φ′1(xi)φ′2(yj)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (2) äëÿ ìíîãî÷ëåíà f. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíò au,v ïðè ìîíîìå xuyv

ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ìîíîìîâ xuyv ìíîãî-
÷ëåíîâ

ϕi,j(x, y) =
f(xi, yj)

φ′1(xi) φ′2(yj)
n

∏
k=1
k≠i

m

∏
l=1
l≠j

(x − xk)(y − yl).

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò xuyv ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà, íóæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ïðè xu è yv ìíîãî÷ëåíîâ

g1(x) =
n

∏
k=1
k≠i

(x − xk) è g2(y) =
m

∏
l=1
l≠j

(y − yl). Â ñèëó òîæäåñòâà (5) ïîëó÷àåì,

÷òî êîýôôèöèåíò ïðè ìîíîìå xuyv ìíîãî÷ëåíà ϕi,j(x, y) ðàâåí

bi,ju,v =
f(xi, yj)

φ′1(xi)φ′2(yj)
⋅ (−1)n−1−uσn−1−u(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

⋅ (−1)m−1−vσm−1−v(y1, . . . , yj−1, yj+1, . . . , ym),

îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Èç ýòîé òåîðåìû ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïóíêòà 6 ∶

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü ∣X ∣ = d1 + 1 è ∣Y ∣ = d2 + 1. Êîýôôèöèåíò ad1,d2
ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X×Y.
À èìåííî,

ad1,d2 =
n

∑
i=1

m

∑
j=1

f(xi, yj)
φ′1(xi)φ′2(yj)

,

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê σ0(x1, . . . , xn) = 1, òî ýòî ðàâåíñòâî ñðàçó ïî-
ëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 3.2 ïðè n = d1 + 1 è m = d2 + 1.
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3.3 Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí n ïåðåìåííûõ f ∈ F [x1, . . . , xn] ñóììàðíîé ñòåïå-
íè deg f = ∑n

i=1 di:

f(x1, . . . , xn) = ∑ai1,...,inx
i1
1 . . . x

in
n ,

äëÿ íåêîòîðûõ ai1,...,in ∈ F, ij ∈ {0, . . . , kj}. Ðàññìîòðèì òàêèå ïîäìíîæå-
ñòâà X1, . . . ,Xn â F, ÷òî ∣Xi∣ = ki > di.

Äëÿ x1 . . . , xki èç Xi áóäåì çàïèñûâàòü îñíîâíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíî-
ãî÷ëåíû â êðàòêîé ôîðìå:

σ(x̂t) ∶= σ(x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xki).
Òåîðåìà 3.4. Ïðîèçâîëüíûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî âûðà-

çèòü ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xn. À èìåííî,

au1,...,un = ∑
xi∈Xi

f(x1, . . . , xn)
n

∏
j=1
φ′j(xj)

n

∏
s=1

(−1)ks−1−usσks−1−us(x̂s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïóñòü ∣Xi∣ = di + 1. Êîýôôèöèåíò ad1,...,dn ìíîãî÷ëåíà

f ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xn. À
èìåííî,

ad1,...,dn = ∑
xi∈Xi

f(x1, . . . , xn)
n

∏
j=1
φ′j(xj)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê σ0(x1, . . . , xn) = 1, òî ýòî ðàâåíñòâî ñðàçó ïî-
ëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 3.4 ïðè ∣Xi∣ = di + 1.

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü di = 2m è ∣Xi∣ ∶= ki = 2m + 1. Êîýôôèöèåíò
am,...,m ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç åãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæå-

ñòâå X1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xn. À èìåííî,

am,...,m = ∑
xi∈Xi

f(x1, . . . , xn)
n

∏
j=1
φ′j(xj)

n

∏
s=1

(−1)mσm(x̂s).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âçÿòü di = 2m, ki = di +1 â òåîðåìå 3.4.
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4 Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî çàäà÷à 1 èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

− ( b + 1
0

)( b + c
b − 1

)( c + 1
c − 1

)

+ ( b + 1
1

)( b + c
b

)( c + 1
c

)

− ( b + 1
2

)( b + c
b + 1

)( c + 1
c + 1

) = (b + c + 1)!
b! c!

.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ ìîæåò áûòü íàé-
äåíî â [2].

a

∑
k=−a

(−1)k ( a + b
a + k )( b + c

b + k )( c + a
c + k ) = (a + b + c)!

a! b! c!
(Dixon's Identity)

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå
íèæå, êîòîðîå äà¼ò ðåøåíèå çàäà÷ 2,3.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü n = 2m. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

n

∑
k=0

(−1)k ( n
k

)
3

= (−1)m (3m)!
(m!)3

Åñëè æå n = 2m + 1, òî ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n íå÷¼òíî, òî ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ, òàê êàê
Ck

n = Cn−k
n . Åñëè æå n ÷¼òíî (n = 2m), òî äîñòàòî÷íî âçÿòü a = b = c =m â

ôîðìóëå (Dixon's Identity).

5 Áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà è å¼ ñëåäñòâèÿ

Ïðåäëîæåíèå 5.1 (Áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà). Âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî:

(x + y)n = ( n
0

)xny0 + ( n
1

)xn−1y1 + . . . + ( n
n − 1

)x1yn−1 + ( n
n

)x0yn.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ

f(x, y, z) = (x − y)n(y − z)n(z − x)n =

(
n

∑
i=0

(−1)n−i ( n
i

)xiyn−i)(
n

∑
j=0

(−1)n−j ( n
j

) yjzn−j)(
n

∑
k=0

(−1)n−k ( n
k

) zkxn−k) .

Îòñþäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò an,n,n ôóíêöèè f ðàâåí

an,n,n =
n

∑
k=0

(−1)k ( n
k

)
3

(6)

Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò an,n,n ìíîãî÷ëåíîâ

g1(x, y, z) = (x − y)s(x − y − 1)n−s(y − z)s(y − z − 1)n−s(z − x)s(z − x − 1)n−s

è

g2(x, y, z) =
n−1
∏
i=0

(x − y − i)(y − z − i)(z − x − i)

ðàâåí òîìó æå ÷èñëó, ïîòîìó ÷òî ìîíîìû, â ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîòîðûõ
âõîäèò êîíñòàíòà, èìåþò ñòåïåíü ïðè x, y èëè z ñòðîãî ìåíüøå n, ïîýòîìó
íå âëèÿþò íà êîýôôèöèåíò an,n,n. Ìíîãî÷ëåí g1(x, y, z) ïðèíèìàåò íóëå-
âûå çíà÷åíèÿ ïðè x = y, y = z, z = x, x = y+1, y = z+1, èëè z = x+1, à ìíî-
ãî÷ëåí g2(x, y, z) ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ ïðè x−y < n, y−z < n, èëè
z−x < n. Ïîýòîìó â êóáå [0,3]3 ìíîãî÷ëåí g1 ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷å-
íèÿ âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå îáúåäèíåíèÿ ïëîñêîñòåé. Àíàëîãè÷íûé âûâîä
ìîæíî ñäåëàòü è ïðî ìíîãî÷ëåí f. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíà çàäà÷à 4.

6 Çàãàäî÷íîå òîæäåñòâî è åãî îáîáùåíèå

Äðóãèì ñïîñîáîì ïîñ÷èòàåì êîýôôèöèåíò an,n,n ìíîãî÷ëåíà f(x, y, z) =
(x − y)n(y − z)n(z − x)n. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî deg f = 2n + 2n + 2n. Èç ëåììû
3.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X = {x0, . . . , x2n}, Y = {y0, . . . , y2n},
Z = {z0, . . . , z2n} âûïîëíåíî:

an,n,n =
2n

∑
i=0

2n

∑
j=0

2n

∑
k=0

(xi − yj)n(yj − zk)n(zk − xi)n
σn(x̂i) ⋅ σn(ŷj) ⋅ σn(ẑk)
φ′1(xi)φ′2(yj)φ′3(zk)

.
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Âîçüì¼ì xk = yk = zk = k, äëÿ âñåõ k. Òîãäà

φ′i(k) = k(k−1) . . . (2)(1)(−1)(−2) . . . (k−2n+1)(k−2n) = (−1)2n−kk!(2n−k)!

Ðàâåíñòâî (6) ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè n íå÷¼òíî, òî an,n,n = 0. Åñëè n
÷¼òíî, òî

an,n,n =
2n

∑
i=0

2n

∑
j=0

2n

∑
k=0

(−1)i+j+k(i − j)n(j − k)n(k − i)n σn(̂i) ⋅ σn(ĵ) ⋅ σn(k̂)
i!j!k!(2n − i)!(2n − j)!(2n − k)!

= 3!

(n!)3 ∑i>j>k
(−1)i+j+k ( 2n

i
)( 2n

j
)( 2n

k
)(i − j)n(j − k)n(k − i)nσn(̂i) ⋅ σn(ĵ) ⋅ σn(k̂),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî i, j, k ∈ {0, . . . ,2n}. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî n ÷¼òíî, òî åñòü êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðåñòàíîâêå i, j, k ìåæäó ñîáîé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè n ÷¼òíî, òî

n

∑
k=0

(−1)k ( n
k

)
3

= 3!

(n!)3 ∑i>j>k
(−1)i+j+k ( 2n

i
)( 2n

j
)( 2n

k
)(i − j)n(j − k)n(k − i)nσn(̂i) ⋅ σn(ĵ) ⋅ σn(k̂).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí: g(x, y, z) = (x − y)(y − z)⋅
(z−x)(x−y−1)(y−z−1)(z−x−1) . . . (x−y−n+1)(y−z−n+1)(z−x−n+1)
=

n−1
∏
i=0

(x − y − i)(y − z − i)(z − x − i), ñòåïåíè deg g = 2n + 2n + 2n. Èç ëåììû

3.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X = {x0, . . . , x2n}, Y = {y0, . . . , y2n},
Z = {z0, . . . , z2n} âûïîëíåíî:

an,n,n =
2n

∑
i=0

2n

∑
j=0

2n

∑
k=0

σn(x̂i) ⋅ σn(ŷj) ⋅ σn(ẑk)
φ′1(xi)φ′2(yj)φ′3(zk)

n−1
∏
q=0

(xi − yj − q)(yj − zk − q)(zk − xi − q).

Âîçüì¼ì xi = yi = zi = i − n, äëÿ âñåõ i. Òîãäà

φ′i(k) = (k+n)(k+n−1) . . . (2)(1)(−1)(−2) . . . (k−n+1)(k−n) = (−1)n−k(n+k)!(n−k)!

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíò an,n,n ìíîãî÷ëåíà g(x, y, z) ñîâïàäàåò ñ
êîýôôèöèåíòîì an,n,n ìíîãî÷ëåíà f(x, y, z). Ðàâåíñòâî (6) ãîâîðèò î òîì,
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÷òî åñëè n íå÷¼òíî, òî an,n,n = 0. Åñëè æå n ÷¼òíî, òî

an,n,n =
n

∑
i=−n

n

∑
j=−n

n

∑
k=−n

(−1)i+j+k σn(̂i) ⋅ σn(ĵ) ⋅ σn(k̂)
(n + i)!(n + j)!(n + k)!(n − i)!(n − j)!(n − k)!

n−1
∏
q=0

(i − j − q)(j − k − q)(k − i − q)

= ∑
i−j>n
j−k>n
k−i>n

(−1)i+j+k σn(̂i) ⋅ σn(ĵ) ⋅ σn(k̂)
(n + i)!(n + j)!(n + k)!(n − i)!(n − j)!(n − k)!

n−1
∏
q=0

(i − j − q)(j − k − q)(k − i − q).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè n ÷¼òíî, òî

n

∑
k=0

(−1)k ( n
k

)
3

= ∑
i−j>n
j−k>n
k−i>n

(−1)i+j+k σn(̂i) ⋅ σn(ĵ) ⋅ σn(k̂)
(n + i)!(n + j)!(n + k)!(n − i)!(n − j)!(n − k)!

n−1
∏
q=0

(i − j − q)(j − k − q)(k − i − q).

Êàêîå èç òîæäåñòâ âûøå ìîæíî ñ÷èòàòü ñàìûì çàãàäî÷íûì, îñòà¼òñÿ
íà óñìîòðåíèå ÷èòàòåëÿ. Äëÿ ðàçâèòèÿ ïðåäûäóùåé èäåè ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí îò s ïåðåìåííûõ:

f(x1, . . . , xs) =
s

∏
i=1

(xi − xi+1)n

ñóììàðíîé ñòåïåíè deg f = 2sn. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì,
êîýôôèöèåíò an,...,n ïðè ìîíîìå xn1 . . . x

n
s ðàâåí

an,...,n =
n

∑
k=0

(−1)k ( n
k

)
s

,

åñëè s íå÷¼òíî, è

an,...,n =
n

∑
k=0

( n
k

)
s

,

åñëè s ÷¼òíî. Òàêèì îáðàçîì,

an,...,n =
n

∑
k=0

(−1)ks ( n
k

)
s

. (7)
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Èç ñëåäñòâèÿ 3.6 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ Xi = {xi,0, . . . , xi,2n},
âûïîëíåíî:

an,...,n =
2n

∑
i1,...,is=0

s

∏
j=1

(xj,ij − xj+1,ij+1)n

s

∏
t=1
φ′t(xt,it)

n

∏
p=1

σn(x̂p).

Âîçüì¼ì xi,k = xj,k = k, äëÿ âñåõ k, i, j. Òîãäà φ′t(k) = (−1)2n−kk!(2n − k)!
Ðàâåíñòâî (7) ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè n íå÷¼òíî, òî an,...,n = 0. Åñëè n
÷¼òíî, òî

an,...,n =
n

∑
i1,...,is=0

(−1)∑ ij

s

∏
j=1

(ij − ij+1)n

s

∏
t=1
it!(2n − it)!

n

∏
p=1

σn(x̂p)

= s!

(n!)s ∑ij>ij+1
(−1)∑ ij

s

∏
t=1

( 2n
it

)(it − it+1)n
n

∏
p=1

σn(x̂p),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî ij ∈ {0, . . . , n}. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî n ÷¼òíî, òî åñòü êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðåñòàíîâêå ij è ik ìåæäó ñîáîé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îáîáùåíèå çàãàäî÷íîãî òîæäåñòâà. Åñëè
n ÷¼òíî, òî

n

∑
k=0

(−1)sk ( n
k

)
s

= s!

(n!)s ∑ij>ij+1
(−1)∑ ij

s

∏
t=1

( 2n
it

)(it − it+1)n
n

∏
p=1

σn(x̂p) (8)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí

g(x, y, z) =
n−1
∏
i=0

s

∏
t=1

(xt − xt+1 − i),

êîýôôèöèåíò an,...,n êîòîðîãî ðàâåí êîýôôèöèåíòó an,...,n ìíîãî÷ëåíà f.

7 Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèå óòâåæ-
äåíèÿ ”Ìíîãî÷ëåí îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè d èìååò íå áîëåå ÷åì d
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êîðíåé” íà ñëó÷àé ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ (ëåììà 2.4), íàõîæ-
äåíèå èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ
(òåîðåìà 2.5), êîòîðàÿ îáîáùàåò èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó Ëàãðàíæà
(òåîðåìà 2.1), íàõîæäåíèå ÿâíîé ôîðìóëû âûðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà îò n ïåðåìåííûõ ÷åðåç åãî çíà÷åíèå â çàäàííûõ
òî÷êàõ (òåîðåìà 3.4), è íàõîæäåíèå íåñêîëüêèõ èíòåðåñíûõ ïðåäñòàâëå-
íèé çíàêîïåðåìåííîé ñóììû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñòåïåíè s
(òîæäåñòâî 8). Àâòîð èññëåäîâàíèÿ áëàãîäàðèò ñîñòàâèòåëÿ çà ôîðìóëè-
ðîâêó ñòîëü èíòåðåñíîé çàäà÷è.
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